Prova 2 - Algebra Linear - 2025/1

Instrugoes

1. Justifique todas as respostas.

2. Sobre a carteira, apenas lapis, borracha, caneta e documento com foto.

3. Nenhum eletrdnico (celular, relégio, calculadora, ....) é permitido durante a prova.
4. A correcao leva em conta a organizacao, clareza e corretude das respostas.

5. Pode responder usando lapis e em qualquer ordem.

Questoes

1.(10) A transformacdo T : R? — R3 definida por T'(z,y) = (z + y,y, 1), para todo (z,y) € R? é uma
transformacao linear?

N&o. 7'(0) = T'(0,0) = (0,0,1) # O.u

2.(20) Mostre que T : R? — R definida por T'(z, y) = z, para todo (x,y) € R é uma transformac&o
linear, determine seu nucleo, a sua imagem e a matriz da transformacdo associada a base canénica do
dominio e no contra-dominio.

T(a(z,y) + B(u,v)) = az + pu=aT(z,y) + ST (u,v), logo é T.L.
T(z,y) =0 seesdsex =0, portanto N(T') = {(0,y) : y € R}.
Dado a € R, T'(a,y) = a, logo é sobrejetora, aimagem é todo R.
T(1,0) =1eT(0,1) = 0 portanto [T'] = [1 0] (matriz 1x2) u

3. (30) Determine uma base para o subespaco WW do R* dado abaixo e complete-a para uma base de R*
onde W = {(z,y,2,t) ER':z+y—t=0exz—y—2z=0}.

Os vetores de WV satisfazem

z+y—t=0
z—y—2=0

cuja solucdes sdo (z,y, 2,t) = (t — y,y,t — 2y,t) = y(—1,1,—2,0) + ¢(1,0, 1, 1) Portanto, W é gerado
por {(—1,1,-2,0),(1,0,1,1)}, que é Li. porque um vetor ndo é multiplo do outro (se o segundo fosse
multiplo do primeiro a ultima coordenada deveria ser zero), portanto base. Para completar essa base para
uma base de R*, adicionamos dois vetores linearmente independentes dos anteriores. Escalonando

-11 -2 0 -1 1 -2 0

obtemos

[ 1 0 1 1] [ 0 1 -1 1
linhas da matriz e obtemos 4 vetores l.i. Como estamos num espac¢o de dimensao 4 esses vetores sdo base do
espaco. Verificando que s vetores originais sao l.i.: a matriz:

} , logo adicionamos os vetores (0,0,1,0) e (0,0,0,1) as
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que, escalonada fica
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as linhas da matriz escalonada s3o linearmente independentes, portanto, as A também s3o.n

4. (30) Determine uma base para o nucleo e uma base para a imagem da transformacao linear
T : P3(R) — R3 definida para todo p(z) € P3(R) por T'(p(z)) = (p(1),p'(1),p(0)), onde p/(1) é a
derivada de p no ponto & = 1.

Tome p(z) = a + bz + cx? + dx3, com a base ordenada canénica {1, z, z2, £*}. Temos
a=0
T(p(z)) =(a+b+c+d, b+ 2c+ 3d, a). 0nlcleo e o conjunto solugdode ¢ b+c+d =0 ,ouseja,
b+2c+3d=0
a=0,b=d, c=—2d, d = d.Entdo o nucleo é o subespaco de dimens&o 1 gerado por: {(0,1,—2,1).}
ouseja {z — 2z? + x3}, que é i, portanto base.

A dimensdo da imagem é dim P3(R) — dim N(T) =4 -1 =3,

1 0 1
1 1 0
Aimagem é gerada pelas linhas da matriz 1 2 0 (correspondentes as imagens dos polinémios da base)
1 3 0
1 0 1
0 1 -1
que escalonada fica 00 1 portanto uma base é {(1,0,1), (0,1,—1),(0,0,1)}.u
0 0 O

5. (40) Seja T: U{ — ¥V uma transformacdo linear entre espacos de dimensdo n e m, respectivamente. Seja
r = dim(Im(T)).

(1) Prove que existe uma base ordenada C' = {¥1, ..., ¥, } de V tal que os r primeiros vetores {v1, ..., U, }
formam uma base de Im(T").

(2) Mostre que é possivel escolher u; € U, parai = 1,...,ntais que:
(2.a) parai =1,...,7rvale T'(u;) = U;;
(2.b) parai =7+ 1,...,nvale que {tri1,--..,Un} é uma base do nucleo de T"

(2.c) B=1{11,...,U,} € umabase de .

(3) Conclua que a matriz [T'| pc = [7;;] da transformagdo é uma matriztalque 7y = 799 = -+ =T, = Ll €
as outras entradas sdo 0.

Como a dimensdo da imagem é r podemos tomar uma base ordenada v+, . . . , U,; tais vetores so Li.em V
logo se 7 < m podemos estender essa base para uma base ordenada vy, . .., U, ..., U, de V pelo Teorema
do Completamento. Isso responde (1)



Como os r primeiros vetores dessa base estdo na imagem de 1" podemos tomar a pré-imagem 1, . . . , Uy
deles. Se {1, ..., U, } for l.d. entdo existe 7 tal que U; = a1ty + + - + @;_1Ui—1 + Q1181 + « - + Uy,
logo f(ul) = 01 + -+ oj_1Vi_1 + Qi 1Ui41 + - - - + U, pois U; = T'(4;), um absurdo. Portanto é L.i.
Isso responde (2a) e um pouco mais.n

A dimensdo de N(T') é dim U — dim(Im(7')) = n — r, portanto , tem uma base Wt, . . . , Wp_r. Facamos
Upi1 = W1, Upyo = Wy ..., Uy = Wy_p. ISSO responde (2b). u

Para provar que B é base, basta provar que é L.i. Se ZLI a;u; = 0. Aplicando T temos
T M aty) = >0 0T (d;) = > 5 a;v; = 0, logo a; = 0 paratodo i = 1,...,7 pois 0s ¥;'s sdo L.i.
Assim, 2?21 a;u; =0 = Z?:TH a;u; = 0, que é um combinac¢do nula dos vetores da base do ntcleo,
portanto a;; = Q paratodo ¢ =1,...,r.Issoresponde (2c)n

T)po = [[T@D)]o--- [T(@))e [T@Er)lo-.. [T(@))c] = [[Bile-.-[le [0c-..[0c] e [ic
tem 1 na coordenada ¢ e 0 nas demais, pois faz parte da base. n

6. (20) Prove que se A € R™*™ é ndo inversivel entdo os vetores-coluna de A sdo linearmente
dependentes.

Se A ndo é inversivel entdo a TL dada por T'(X) = AX , paratodo X € R", ndo é injetora (pois se fosse,
também seria sobre, portanto bijetora, portanto, inversivel), logo existe X # 0comAX =0.0 produto AX
é uma combinacdo linear nula das colunas de A com coeficientes ndo nulos. Portanto,pela definicdo, as
colunas sdo l.d.m
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